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Streszczenie: W referacie przedstawiono zasady budowy rozmytych 

modeli systemów stochastycznych, z dyskretnym czasem. Wykorzystano 

modele rozmyte typu Mamdaniego z wagami reguł, reprezentującymi 

prawdopodobieństwa zdarzeń rozmytych, zawartych w poszczególnych 

częściach reguł. Zaprezentowano sposób wykorzystania reguł asocjacji dla 

wyznaczenia wag reguł i rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych 

lingwistycznych w regułach.  

1 Wprowadzenie 

Modelowanie rozmyte systemów stochastycznych wiąże zalety dwóch podejść: 

możliwość uwzględnienia niepewności wyrażonej w kategoriach probabilistycznych 

[5, 8] oraz możliwość granulacji przestrzeni rozważań dla utworzenia opisu w postaci 

reguł rozmytych, słusznych w poszczególnych częściach przestrzeni [10, 16]. 

Ponadto, modelowanie rozmyte pozwala uwzględniać wiedzę ekspercką na temat 

badanego procesu.  

Systemy stochastyczne z czasem dyskretnym, ciągi czasowe, znajdują od kilku 

dziesięcioleci zastosowanie w zagadnieniach sterowania, predykcji, planowania. 

W referacie kontynuowane jest modelowanie rozmyte takich systemów, 

prezentowane wcześniej np. w pracach [12-14]. Dostępność narzędzi z zakresu data 

mining powoduje, że zanikają trudności obliczeniowe związane z wyznaczaniem 

rozkładów prawdopodobieństwa zdarzeń rozmytych procesów wyższych rzędów. 

W pracy pokazano zastosowanie reguł asocjacji do wyznaczania modeli rozmytych 

procesów stochastycznych, zwanych też ciągami czasowymi. Przeprowadzono 

obliczenia na danych empirycznych, istotnych dla produkcji energii elektrycznej. 

1.1 Proces stochastyczny z czasem dyskretnym – pojęcia 

podstawowe 
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Zakładamy, że parametry mierzalne badanego obiektu, obserwowane w funkcji czasu, 

stanowią wielowymiarowy proces stochastyczny 

 :),( tx Tt , Xx ,  },                                      (1) 

gdzie T oznacza przedział czasu, X jest przestrzenią badanych parametrów procesu, 
pRX   oraz   jest przestrzenią zdarzeń elementarnych, przy czym  

x
T
(t,)={x

1
(t,),…, x

p
(t,)}.                                       (2) 

Zbiór danych eksperymentalnych stanowi zbiór realizacji )}({ ktx  w dyskretnych 

chwilach tk, k=1,2,…,K. Dla uproszczenia notacji, zarówno proces stochastyczny 

i jego realizacja będą dalej oznaczane tym samym symbolem x.  

Istnieje wiele modeli systemów stochastycznych z dyskretnym czasem, wśród 

których warto wyróżnić dwie grupy modeli. Pierwszy rodzaj modeli można zapisać 

w postaci ogólnej, jako:  

)](),...,(),([)( 21 mkkkk txtxtxftx  ,                               (3) 

gdzie )( ktx  jest wektorem (2), a f() jest dowolną funkcją. Gdy f() stanowi liniową 

funkcję regresji zależną od wartości procesu w chwilach poprzednich, to modele 

te znane są pod nazwą wielowymiarowych modeli ciągów czasowych, lub modeli 

Boxa-Jenkinsa [5]. 

Drugi grupa modeli wyraża się poprzez funkcję rozkładu prawdopodobieństwa 

wektora skończenie wymiarowego, reprezentującego wartości procesu w określonych 

chwilach: 

),...,,()(
1 mkkk tttm xxxpxp


 .                                         (4) 

Ten typ modeli znany jest tylko, głównie ze względu na trudności obliczeniowe, 

dla procesów niskiego rzędu, zwanych także procesami o krótkiej pamięci [8]. 

Dla procesu bezwzględnie losowego, zwanego procesem białego szumu, rozkład 

zmiennej losowej m-wymiarowej jest równy iloczynowi rozkładów 

jednowymiarowych niezależnych zmiennych losowych: 







m

i

ttttm ikmkkk
xpxxxp

0

1 )(),...,,(
1

.                                  (5) 

Dla procesów spełniających warunek Markowa, warunkowe prawdopodobieństwo 

procesu w chwili k-tej zależy tylko od wartości procesu w poprzedniej chwili, a nie 

zależy od historii procesu, tym samym rozkład m-wymiarowego wektora sprowadza 

się do rozkładu 2-wymiarowego: 

)/(),...,/(
11 2 


kkmkkk tttttm xxpxxxp .                               (6) 

Ogólnie jednak, modele typu (4), rzędu m, wymagają tworzenia rozkładów 

prawdopodobieństwa wielowymiarowych zmiennych losowych. 
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1.2 Reprezentacja rozmyta stochastycznego procesu Markowa 

U podstaw modelowania rozmytego [16, 10] leży operacja rozmywania, czyli 

transformacji zmiennych opisujących badany obiekt w numerycznej przestrzeni 

rozważań do przestrzeni zbiorów rozmytych i wartości lingwistycznych [18]. Wektor 

wartości procesu stochastycznego pRXx   przekształcamy w zmienną 

lingwistyczną wielowymiarową, o zbiorach wartości lingwistycznych 

)(),...,(),( 21 pXLXLXL , przy czym XXXX p  ....21 . W przestrzeniach 

numerycznych piX i ...,2,1,   poszczególnych zmiennych zdefiniowane zostają 

zbiory rozmyte ii
i
j JjA

i
...,2,1,  , odpowiadające wartościom lingwistycznym 

ze zbiorów )( iXL .  

Podstawowym zadaniem dla modelowania rozmytego procesów stochastycznych 

jest określenie rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych lingwistycznych. 

Zadaniom budowy rozkładów prawdopodobieństwa zmiennych lingwistycznych, 

w oparciu o pojęcie prawdopodobieństwa zdarzenia rozmytego, zdefiniowane w [17] 

przez Zadeha, poświęcono, m. in. prace [12-14]. W pracach [12, 13] utworzono 

reprezentację rozmytą dyskretnego procesu Markowa, skalarnego i wektorowego, 

odpowiednio. W pracy [14] zaproponowano postać ogólną reprezentacji rozmytej 

systemu stochastycznego MISO oraz procedury wnioskowania. 

Model rozmyty wielowymiarowego procesu stochastycznego (1), spełniającego 

własność Markowa (6), może mieć postać zbioru reguł (w myśl [13]): 

lR : ( lw ) JEŻELI  lt
Ajestx

k 1
 TO 1Ajestx

kt
)( /1 lw  

TAKŻE 2Ajestx
kt

 )( /2 lw  

---------------                                      (7) 

TAKŻE   Jt
Ajestx

k
 )( / lJw . 

W modelu tym zbiory rozmyte Jl AAAA ,...,,...,, 21 zostały określone w przestrzeni 

XXXX p  ....21 , a ich funkcje przynależności wyrażają się poprzez przyjętą  

t-normę i funkcje przynależności )( i
A x

il
  zbiorów rozmytych określonych 

w poszczególnych przestrzeniach pXXX ,...,, 21 : 

 ))(),...,(),...,(()( 1

1

p
A

i
AAA xxxTx

plilll
  .                            (8) 

Waga reguły plikowej lw , l=1,…,L stanowi prawdopodobieństwo łącznego 

zdarzenia rozmytego zawartego w poprzedniku l-tej reguły, wyliczone zgodnie 

z definicją Zadeha [17], jako 

)()()(
111 


klkk tAtltl xxpAjestxPw  ,                               (9) 
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przy czym p(x) jest funkcją łącznego rozkładu prawdopodobieństwa, która przypisuje 

każdemu zbiorowi borelowskiemu w przestrzeni X liczbę rzeczywistą ].1,0[p  

Dobór funkcji przynależności )( i
A x

il
 i t-normy (8) jest decydujący dla spełnienia 

warunku 1)(

1




L

l

lAP , niezbędnego, aby zbiór wag Llwl ,...,1,  stanowił rozkład 

prawdopodobieństwa wielowymiarowej zmiennej lingwistycznej x. 

W sposób analogiczny tworzy się łączny rozkład prawdopodobieństwa zmiennych 

lingwistycznych zawartych w poprzedniku i następniku modelu (7), jako 

prawdopodobieństwo zdarzeń rozmytych określonych w przestrzeni XX  : 

  LlJjAjestxAjestxPw ltjtjl kk
,...,1;,...,2,1;)()(

1



,                  (10) 

))(),((),(
11 kjklkk tAtAttjl xxTxxpw 


 .                                (11) 

W modelu (7) wagi reguł elementarnych ljw / , j=1,…,J, l=const, stanowią 

warunkowe prawdopodobieństwa wystąpienia zdarzeń w następniku reguły:  

  .,...,2,1;)/()(
1/ JjAjestxAjestxPw ltjtlj kk




                        (12) 

Jako prawdopodobieństwa warunkowe obliczane są w sposób następujący: 

l

jl
lj

w

w
w / , j=1,…J, l=const.                                       (13) 

Wyznaczone prawdopodobieństwa (wagi) powinny spełniać warunki normalizacji  

.,1,1,1
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l  
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                     (14) 

Warunki te są istotne w operacjach wnioskowania, co przedstawiono w [14]. 

1.3 Reprezentacja rozmyta procesu stochastycznego z długą 

pamięcią 

Dla procesu stochastycznego x, przy uwzględnieniu m jego opóźnionych wartości, jak 

w opisie (4), reprezentację rozmytą może stanowić zbiór reguł, z wagami: 

)(: ijij wR  {JEŻELI ...)()([ 2,21,1 IAjesttxIAjesttx kikkik   

])( , mkimk AjesttxI            (15) 

  TO ])([ ,kjk Ajesttx }, 

gdzie 

)(),...,(),( 1 mkkk txtxtx   – skalarne zmienne lingwistyczne, RXx  , przyjmujące 

wartości lingwistyczne ze zbioru L(X), określające rozmyte stany procesu; 
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mkikikj AAA  ,1,, ,...,,  – podzbiory rozmyte, odpowiadające lingwistycznym 

wartościom zmiennych )(),...,(),( 1 mkkk txtxtx  , Xx ; 

ijw  – waga reguły elementarnej, wyrażająca łączne prawdopodobieństwo rozmytego 

zdarzenia jednoczesnego poprzednika i następnika [14]: 

)](),...,([)](),...,(),([
,,1 mkmkikkj tAtAmkkkij xxTtxtxtxpw

  ,           (16) 

przy czym p() jest funkcją łącznego rozkładu prawdopodobieństwa, która przypisuje 

każdemu zbiorowi borelowskiemu w przestrzeni 1mX liczbę rzeczywistą ].1,0[p   

Dobór t-normy oraz sposób podziału przestrzeni X na zbiory rozmyte odniesienia 

powinien zapewnić spełnienie warunku (14). Np. w pracach [12, 13] jako t-normę 

przyjęto iloczyn, a zbiory rozmyte iA  zostały określone poprzez funkcje 

przynależności o stałej wartości w rozłącznych przedziałach na  przestrzeni X w taki 

sposób, aby dla każdego nax  był spełniony warunek 

.,...,1,1)(
1

Nna
I

i

nAi

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                                      (17) 

 Model (15) można także zapisać w postaci reguł plikowych, łączących wspólny 

poprzednik, jak np. w modelu (7). Wówczas odpowiednie wagi iw , ijw / wyznacza 

się, jako prawdopodobieństwa brzegowe i warunkowe, w sposób następujący: 

Iiww

Jj

iji ,...,1,

,...,1

 


,     Jj
w

w
w

i

ij
ij ,...,1,/  .                 (18) 

2 Zastosowanie reguł asocjacji w rozmytym 

modelowaniu systemu stochastycznego 

2.1 Reguły asocjacji 

Reguły asocjacji (ang. association rules), jako jedna z technik data mining, są metodą 

odnajdywania współwystępowania wartości zmiennych w obszernych zbiorach 

danych [1]. Formalny zapis reguł asocjacji ma postać implikacji: 

 %)%,( csBA  , (19) 

gdzie 

A, B – poprzednik i następnik, wyrażające związki, np. o postaci x=a, y=b 

w rozłącznych zbiorach wartości zmiennych; 

s  – wsparcie (ang. support), jest wyrażonym procentowo prawdopodobieństwem 

jednoczesnego występowania związków w poprzedniku i następniku 

))()(( byaxP  ; 
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c  – ufność (ang. confidence), zwana także wiarygodnością, jest wyrażonym 

procentowo prawdopodobieństwem warunkowym następnika ))/()(( axbyP  . 

Znalezienie i przeliczenie wszystkich możliwych kombinacji zmiennych i ich 

wartości w bardzo dużych zbiorach danych, okazuje się nieefektywne czasowo. 

Podstawowy i najczęściej implementowany algorytm Apriori odkrywania reguł 

asocjacji – korzystając z monotoniczności miary wsparcia – pozwala na 

przyśpieszenie obliczeń [1, 2]. Późniejsze prace nad poprawieniem efektywności 

doprowadziły do powstania modyfikacji tego algorytmu (AprioriTid, AprioriHybrid), 

oraz innych algorytmów (m.in. SETM, FP-Growth, FreeSpan, Eclat). W pracach 

[6, 9] zostały zaproponowane także algorytmy pozwalające na odkrywanie rozmytych 

reguł asocjacji. 

2.2 Wyznaczanie reguł asocjacji dla ciągu czasowego w Oracle Data 

Mining 

Wyznaczanie reguł asocjacji ciągu czasowego z użyciem Oracle Data Mining 

i aplikacji Data Miner wymaga odpowiedniego zapisu wyników badań empirycznych. 

Przykład transformacji danych ciągu czasowego jednej zmiennej, z uwzględnieniem 

m poprzednich chwil czasowych, jest przedstawiony na rys. 1.  
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Rys. 1. Etapy transformacji danych empirycznych ciągu czasowego 

Wartości zmiennych w wielowymiarowych regułach asocjacji stanowią dane 

ilościowe bądź kategoryczne, dlatego należy podzielić przestrzeń X wartości 

zmiennych Xt-m …, Xt  X na rozłączne zbiory wartości a1, a2 ,…, aN. Wówczas każda 

wartość x1, …, xT zmiennych Xt-m, …, Xt  zostaje zastąpiona identyfikatorem zbioru 
)(

1

mt

m
a




, …, )(t

T
a  {a1,a2, …, aN}, do którego należy.  
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2.3 Budowanie rozmytego modelu systemu dynamicznego 

W wyniku analizy wyjściowej tabeli transformacji tzw. tabeli transakcyjnej (rys.1.) 

i użycia algorytmu Apriori, otrzymujemy szereg reguł asocjacji, z których wybieramy 

reguły o postaci [4]: 

%)%,(}{}{ )()1(
1

)(
cs

t
nt

t
nt-

mt
nt-m ππaXaXaX   ..., , ,             (20) 

gdzie  

Xt-m, …, Xt-1, Xt  – zmienne w chwilach t-m, …, t-1, t;  
)( mt

na   – n-ty zbiór wartości zmiennej Xt-m w przestrzeni X, n{1, …, N}; 

s , c  – wsparcie i ufność, określające empiryczne rozkłady prawdopodobieństwa 

zajścia zdarzeń nierozmytych, odpowiednio, jak w (19). 

Rozmyty model systemu stochastycznego (15) operuje na zmiennych 

lingwistycznych, zbiorach rozmytych i miarach probabilistycznych zbiorów 

rozmytych. Miara s , reprezentująca prawdopodobieństwo łączne zdarzeń 

rozmytych poprzednika i następnika, została wyznaczona z uwzględnieniem 

zależności (16)-(17) oraz t-normy typu product, w sposób następujący [4]:  
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gdzie  
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mt
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a 


 oznacza )( mtn  -ty zbiór wartości w przestrzeni X zmiennej Xt-m; 

)( mt
kA   – zdarzenie rozmyte polegające na tym, że Xt-m

)( mt
kA  ;  

k – indeks wartości lingwistycznej ze zbioru L(X), )( mt
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Miara ufności c , jako prawdopodobieństwo warunkowe zdarzeń w następniku, 

w myśl (18), wynosi: 
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Wyznaczone miary probabilistyczne (21) i (23) odpowiadające wagom ijw  (16) 

oraz ijw /  (18), zostaną pokazane w badaniach empirycznych. 

3 Badania empiryczne 

Elektrownie zawodowe w Polsce, w których produkcja energii elektrycznej bazuje na 

węglu kamiennym, wytworzyły w roku 2005 aż 57,27% energii elektrycznej, przy 

ogólnej ilości wyprodukowanej energii elektrycznej 156,933 TWh [15].  

Tak wielka ilość zużywanego węgla dla celów energetycznych nasuwa pytania 

o sprawność wykorzystania tego paliwa przez elektrownie i skutki uboczne produkcji 

dla środowiska naturalnego.  

Wartości parametrów węgla energetycznego oraz metodykę ich pomiaru określają 

stosowne normy. Jednakże, pomiar parametrów węgla nie jest sprawą trywialną, ze 

względu na niejednorodność materiału oraz czynnik losowy wpływający na wybór 

próbki poddawanej pomiarowi [11]. Zmienność parametrów węgla, jako materiału 

surowego dla optymalnego sterowania procesami przeróbki, była przedmiotem analiz 

w wielu pracach. W pracy [7] autorka przewiduje m.in. ilość i jakość możliwych 

produktów handlowych uzyskanych z węgla surowego oraz ich wartość, posługując 

się tzw. formułą sprzedaży [3], zastosowaną do zmierzonych wcześniej parametrów 

węgla surowego. 

Zmienność parametrów węgla, będącego paliwem dla elektrowni, może stanowić 

zakłócenie dla procesu produkcji energii elektrycznej. Dla prawidłowego przebiegu 

produkcji energii elektrycznej, istotna jest znajomość zmian charakterystyki materiału 

surowego w funkcji czasu i możliwość przewidywania jej zmienności dla planowania 

produkcji, kosztów i szacowania opłacalności.  

W referacie bada się zmienność wybranych, dwóch ilościowo-jakościowych 

parametrów węgla: udziału frakcji ziaren lekkich x oraz zawartości popiołu w tej 

frakcji y. Dane numeryczne, zaczerpnięte z prac [11] i [7] pozwolą na utworzenie 

rozmytych modeli bazy wiedzy o zmienności cech badanego paliwa. 

Dokonano podziału przestrzeni rozważań RYRX  , , na rozłączne przedziały 

oznaczone odpowiednio an, bn , n=1,2,…,10 (tab.1.).  

Tabela 1. Rozłączne przedziały zmienności w przestrzeniach X i Y 

  a1 a2 a3 … a8 a9 a10 

X (0; 0.08) [0.08; 0.16) [0.16; 0.24) … [0.56; 0.64) [0.64; 0.72) [0.72; 1) 

  b1 b2 b3 … b8 b9 b10 

Y (0; 3.62) [3.62; 4.95) [4.95; 6.29) … [11.63; 12.97) [12.97; 14.31) [14.31; 20) 

Zdefiniowano zbiory rozmyte Ak oraz Bk (k=1,2,…,5), odpowiadające wartościom 

lingwistycznym ze zbiorów:  

L(X)= L(Y)={bardzo niski, niski, średni, wysoki, bardzo wysoki},      (24) 

w skrócie: {BN, N, S, W, BW}. Wartości stałych współczynników przynależności, 

z jakimi zbiory an należą do zbiorów rozmytych Ak, zostały przedstawione w tab. 2. 

Zbiory rozmyte Bk definiowane są analogicznie. 



Budowa rozmytych modeli procesów stochastycznych przy użyciu reguł 
asocjacji ______________________________________________________  
 

Tabela 2. Wartości funkcji przynależności )( nA a
k

  w przestrzeni X 

 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 

an 0,9 0,5 0,2 0,1 0 0 0 0 0 0 

an 0,1 0,5 0,7 0,5 0,1 0 0 0 0 0 

an 0 0 0,1 0,4 0,9 0,9 0,4 0,1 0 0 

an 0 0 0 0 0 0,1 0,5 0,7 0,5 0,1 

an 0 0 0 0 0 0 0,1 0,2 0,5 0,9 

Przeprowadzona została eksploracja danych empirycznych zmiennej 

x w środowisku Oracle Data Mining, z wykorzystaniem algorytmu Apriori. 

Otrzymano 5
4
 = 625 reguł plikowych uwzględniających m=4 poprzednich chwil 

czasowych ciągu wartości. Jedynie 260 uzyskanych reguł plikowych posiada 

niezerowe wagi wi, wj/i. Przykładową regułę opisanego modelu procesu 

stochastycznego przedstawia (25):  

P1:(0,1021){JEŻELI """""""" wysokijestxIwysokijestxIwysokijestxIwysokijest 1-t2-t3-t4-tx  

 TO ""wysokijesttx (0,5717)  

 TAKŻE "" wysokibardzojesttx  (0,3328) 

 TAKŻE ""średnijesttx  (0,0930) (25) 

 TAKŻE "" niskibardzojesttx  (0,0022) 

 TAKŻE ""niskijesttx  (0,0003)}.   

Ilość reguł maleje wraz ze wzrostem ograniczeń minimalnego wsparcia 

s i ufności c w algorytmie odkrywającym reguły asocjacji. Przy założeniach 

minimalnego wsparcia s min – 1% oraz minimalnej ufności c min – 5%, w tym 

samym modelu, utworzonych zostało łącznie 80 reguł plikowych z niezerowymi 

wartościami wag wi, wj/i. 

Postępując analogicznie, dla zmiennych x i y, przy uwzględnieniu dwóch 

wcześniejszych próbkowań obu zmiennych, otrzymano rozmyty model systemu 

dynamicznego zapisany w postaci 338 reguł plikowych (tab. 3.). 

Tabela 3. Przykłady najważniejszych reguł plikowych rozmytego modelu  

zmiennych x i y dla m=2, s  min =0%,  c min =0% 

Nr reg. plikowej Waga wi Jeżeli To Waga wj/i 

R1 0,0449 

xt-2 jest BW I  

yt-2 jest BN I  

xt-1 jest BW I  

yt-1 jest BN 

yt jest BN 0,49435 

yt jest N 0,40302 

yt jest S 0,08475 

yt jest W 0,01486 

yt jest BW 0,00302 

R2 0,0449 

xt-2 jest W I  

yt-2 jest BN I  

xt-1 jest W I  

yt-1 jest BN 

yt jest BN 0,4758 

yt jest N 0,4145 

yt jest S 0,0991 

yt jest W 0,0094 

yt jest BW 0,0012 
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4 Wnioski 

Proponowana metoda budowy rozmytych modeli znalazła zastosowanie w opisie 

probabilistycznych i stochastycznych systemów rzeczywistych z czasem dyskretnym. 

Użycie w modelowaniu reguł asocjacji obniża złożoność obliczeniową związaną 

z wyznaczeniem prawdopodobieństw zdarzeń rozmytych procesów wyższych 

rzędów. 
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